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RESUM
En aquest treball estudiem is Dinamica de sistemes
relativistes de dues particules puntuals en accic directa,
es a dir, sense camps retardats que prcpaguin la interaccio.
En una primera part desenvoluoem el marc general adient per
a aquest tipus de plantejament (Teoria dels sistemes amb
lligams ),i fem a continuacio una anhlisi detailada del model
Lagrangia singular de-DGL. Despres estudiem d'aitres possi-
bles formulacions de is mateixa Dinamica i, finalment, discu-
tim les propietats d'invariancia de les linies d'un._vers ge-
nerades per aquests models.
ABSTRACT
In this work we study the dynamics of two-body rela-
tivistic systems with direct interaction, i.e., without medi a
-ting retarted fields. To start with, we describe the general
framework necessary for this problem (theory of constrained
systems ), and then we carefully analyse the DGL singular La-
grangian model. We also study other different formulations of
the same Dynamics and, finally discuss the world-line inva-
riance properties of these models.
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1. INTRODUCCIO
L'estudi d'una dinamica de particules relativistes
sense camps ha estat i es encara un dels grans problemes de
la fisica matemAtica. La seva dificultat rau en elfet que
sembla dificil de compaginar una formulaci6 hamiltoniana de
la dinamica amb els principis de la relativitat d'Einstein.
La formulacio hamiltoniana ve a completar la lagrangiana i,
d'altra banda, ens dona la possibilitat de quantificar els
sistemes classics. Aquesta possible quantificaci6 podria
esser una alternativa al procediment usual emprat a la teo-
ria de camps quantics.
Les principals dificultats resideixen en 1'existencia
de certs teoremes anomenats de no-interaccio [1] , que sota
hipotesis aparentment forma raonables, fan incompatible la
interaccio entre dues particules o mes amb la teoria de la
relativitat restringida.
La tasca a dur a terme en aquest camp consisteix a
cercar la manera de superar les consequencies del teorema
de no interacci6. Una de les formes generals de resoldre el
problema es escriure les equations del moviment sense donar
una forma explicita per a les forces, les quals no queden
determinades per la teoria, pero sobre les quals tenim res-
triccions degudes a is invariancia Poincare. En acuesta di-
recci6 hem de distingir diferents formulacions segons la ma
nera com vindran donades les condicions initials.
Hom ha proposat models [21 en els quals cal donar un
conjunt infinit de condicions inicials (corresponents a do-
nar una part finita de la linia d'univers de cadascuna de
les particules); d'altres models nomes exigeixen unes dades
de Cauchy (positions i velocitats en un cert instant t 0)
per a unes equacions diferencials del moviment del segon
ordre [3] ; aouesta sltima icrmulacio rep el nom de mecani-
ca predictiva.
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D'altra Banda, sabem que una manera general d'obvia=
les conseq'iencies del tecrema de no-interaccic -s no consi-
derar corn a cancniques les variables de posici5 de les par-
tl^cules r4]. Una classe general de teories que ofereixen a-
questa peculiaritat son aquelles que son descrites rnitjan-
ant lagrangianes singulats [5]Lc]. on lagrangianes .u-,e no
permeten una relacib biun vcca entre les velocitats i els
moments. Llur estudi en la dinamica relativista '-a estat
suggerit per l'analisi de la corda relativista (es el model
classic, suport dels models duals). Un gran avantatge d'a-
questa formulacio es que, ates ei caracter escalar de l'ac-
cio, la invariancia Poincarg de is tecria resta garantida
de bell antuvi. Dins el marc de les tals teories Ran estat
proposats diversos models per a la interacci6 entre dues
particules [7j
`3] (9] L101 [111
En el present treball farem un estudi general -"a-
quests models. Amt aquest fi estudiaren amb un cert detail
el formalisme lagrangid Rainiltcnia dels sisternes lligats.
Posteriorment introduirem un mode. d'acci a distancia Der
a la interacci entre dues Darticules cue sera una genera-
litzaci0 de la lagrangiana de dues Darticules iliures u-
sant potencials escalars multinlicatius. Corn veurem, la la
grangiana del nostre model es singular _ aplicarem les
nicues generals dels sistemes lligats a '_' estudi de les se
'/es equations del movement ; en particular, .--4e 1 ' est,-idi del
formalisme lagrangia del nostre model trobarem que les e-
quacions del moviment contenen funcions arbitraries del pa-
rametre d ' evoluci6 t i que el moviment es restringit a una
superficie de 'espai de les positions _ velocitats. El pa-
rametre Y no es un parametre fisic, sing que el veurem a-
sscciat a is invariancia seta renarametritsacicns h e l'ac-
cio introdulda. L'aparicio de funcions arbitraries com tam
be la presencia de liigams lagrangians , es conseeuencia he
far u'na descripcic manifestament covariant del nroblerna amt
a __ntrDC' i de grans de ll-bertat no :.sits. J uan ens res
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tringim a les variables fisiques, les funcions arbitraries
desapareixen.
El seguent pas es 1'estudi hamiltonia de les equa-
cions del moviment; tornarem a tenir, naturalment, funcions
arbitraries de Y a les equacions del moviment i, a mes, ens
apareixeran relacions entre els moments i les coordenades
que anomenarem lligams hamiltonians. En el model proposat
hi ha tres lligams que, segons la terminologia de Dirac[5],
corresponen a un de primera classe i dos de segona. Com
que la hamiltoniana canonica es zero a causa de la invarian
cia sota reparametritzacions de l'accio, la hamiltoniana to
tal es proporcional al lligam de primera classe. Per a de-
senvolupar el formalisme hamiltonia seguirem un cami alter-
natiu al dels parentesis de Dirac. Basant-nos en l'existen-
cia d'una transformada canonica local, aconseguirem d'inter
pretar els lligams de segona classe com una parella de varia
bles canoniques.
Un cop haurem analitzat completament el formalisme
hamiltonia, ens plantejarem la possible existencia d'altres
formulacions lagrangianes que tinguin el mateix formalisme
hamiltonia. Veurem que, a mes de la lagrangiana proposada,
n'hi ha dues mes que donen lloc a la mateixa hamiltoniana
i, per tant, no es compleix, en el cas de les lagrangianes
singulars, la correspondencia biunivoca amb el formalisme
hamiltonia. Per tal d'aprofundir mes en aquesta relaci6, a
naiitzarem el formalisme lagrangia dels dos nous models es
mentats i podrem observar que les tres lagrangianes deter-
minen la mateixa superficie de lligams a l'espai de les po
sicions i velocitats; a mes a mes, sobre aquesta superfi-
cie de lligams, les tres lagrangianes coincideixen i, per
tant, recuperem la relaci6 un a un entre els formalismes
lagrangia i hamiltonia.
Arribats aqui ens ocuparem de la relaci6 d'aquest
enfoc amb d'altres formulacions del problema de la dinami-
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:a re,a+_ __na. Dfscnir-m n ensio la rela-
cio amb la mecanica predictiva . ..i ns d'aquesta relaci6 ob-
servarem que, pel caracter lagrangia de les equacicns del
moniment, aquestes On del segon ordre i, per tant, els nos
tres models no son hereditaris , es a dir, l'evolucio del
sistema queda determinada donant les quadriposicions i qua-
drivelocitats en un cert'Snstant". Aixo no obstant , les
linies m6n d'aquests models no estan en la forma manifesta-
ment predictiva en el sentit de Currie i Hill 4 ; veurem,
tanmateix , que hi ha un procediment que ens permet d'escriu
re les trajectories en una forma manifestament predictiva.
L'organitzacio del treball es 'e la manera seguent:
A la seccA 2 farem un resum dels formalismes lagrangia i
hamiltonia dels sistemes amb iligams. A la seccio 3 presen
tarem un model d'interaccio per a dues particules i en fa-
rem 1'estudi lagrangia i hamiltonia. A la seccio 4 introdui
rem d'altres possibles models relacionats amb l'anterior. A
la seccio 5 estudiarem la relacio amb la mecanica predicti-
va, mentre que la seccio 6 la dedicarem a conclusions.
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2. FORMALISME LAGRANGIA I HAMILTONIA DE SISTEMES DESCRITS
PER LAGRANGIANES SINGULARS
2.a. Formalisme lagrangia
Molts del problemes de la Mecanica Newtoniana poden
esser resolts avantatjosament mitjangant l'fis dels metodes
lagrangians. En tals metodes hom associa a un sistema meca-
nic amb N graus de llibertat, qi ... qN, una funci6 la-
grangiana que depen de les N variables qi ... qN, de les
N velocitats qi ... qN i del temps:
L_L(q.q,t)
i una integral d'acci6
C2.1)
t
S=1 2L(g4q.t )dt (2.2)
t^
de tal manera que les equacions del moviment s'obtenen a
partir d'un principi variacional (principi de Hamilton) que
ha de satisfer S. Aquest principi ens permet d'establir
les equacions d'Euler-Lagrange
d aL aL _p (i=1,.._,N) (2.3)
dt aq; aq.
que s6n unes equacions en derivades segones pels N graus de
llibertat q1, ..., aN . L'avantatge d'aquest esquema rau
en la seva ootencia resolutiva. En efecte_ l'estudi de les
propietats de simetria de la lagrangiana (2.1) i de l'acci6
(2.2) ens permet de trobar-via el teorema de Noether- un
conjunt de quantitats conservades (integrals primeres) que
redueixen l'ordre del sisrema diferencial (2.3). De fet,
el coneixement de N quantitats conservades ens proporciona
la soluci6 formal de (.2.3) mitjancant N quadratures. D'al-
tra banda cal considerar que el coneixement d'aquestes in-
tegrals primeres to molt d'interes qualitatiu per a la des-
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del :uovinent, de vegades f ins tot mes cue l a so-
l uci0 -Final .
Aquestes propietats han motivat 1'extensi6 de 1'us dels
metodes lagrangians a la mecanica relativista i a la tecria
de camps. La generalitzacio no es, tanmateix, inmediata, si
no que passa per i'estudi de les anomenades lagrangianes
singulars. Aquestes son, en particular, 1'eina adequada per
al tractement dels sistemes mecanics relativistes, com jus-
tificarem mes endavant.
Suposem ara un sistema dinamic amb N graus de iliber
tat i descrit per la lagrangiana
L=L(q,q) (2.4)
en la qual hem omes la dependencia .^xpiicita an el parame-
tre t perque tampoc no apareix an els casos que considers-
rem despres i, a mes, aixi se simplifica el formalisme. Di-
rem, per definicio,que la lagrangiana (2.4) es singular [5









Les equacions del moviment (2.3) es poden escriure
a2L q - aL _ a2L
aq, aq aq, aqj aq1 (2.6)
A causa de la singularitat de la matriu :hessiana no po-
dem aillar les acceleracions (ccsa possible en el tracta-
ment classic). El oreu d'aillar totes les acceleracions Os
1'aparici6 de funcicns indeterminades del temps. Aquesta ca
racteristica, sorprenent dins la mecanica newtoniana, ha
."''acre^tar-3ecom a necessaria a la mecanica relativista. La
rao es que 1'exigencia de covari3ncia Lorentz ens obliga a
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intrcduir mes .grans de llibertat _•.e els `isicament signifi
satins, a saber: les toordenades temLCrals de les oartitu-
les. .._ metode de les lagrangianes singulars ens permetra,
en pr.ncipi, d'eliminar aquests grans de llibertat espuris.
Anem a desenvolu^ar bre^.:ment la sistematica del tracta
ment d'una lagrangiana singular rS^ Supcsarem en primer




as una matriu simetrica. Aquesta exigencia no es molt ror-
ta en la ^ractica. La simetria d'H ens garanteix la possi-
bili~at de la seva diagonalitzacic mitjan^ant una matriu
Pd x ^ nc singular; si C es aquesta matriu ^ R ^s el rang
d"I, nom ^e
/''11.
-' 1 :1CHC=j D
\\
cn ,^ , , , .. , ^ .. son °ur.cions de





c. A la matriu C2.8)
podem escriurL les equations C2.6) de la Torma simbolica
H^=a
A mes, denotem per
8
C^.1^)
vi(a)(q,q) i_1,.. _,N , a=R•1,. (2.11)
el conjunt de vectors nuls de H. Com que, a causa de la si-
metria de H, els vectors nuls ho s6n tant per la dreta com
per l'esquerra, multiplicant (2.10) per l'esquerra per
v(a)
resulta
(v(a) «)=^v(a) (q,q) a^(qq)=0 a=R.]...... N (2.12)
conjunt de relacions entre les coordenades i les velocitats
que en direm lligams lagrangians
D'altra banda, 02.10) pot esser escrit
CHC-1C^ = C« (_2.131
Les N - R ultimes components del vector C a del segon
membre de C2.13 ) s6n nul . les a causa de (2.12 ); per tant,
usant ( 2.8) i C2 . 131, podem escriure
C
C q/
l CaJ k=1...... R (2.14a)
k Ak \
(C)= A a(t) a=R +1,_ N (2.14b)
a
(a )
on ,. (t) es un conjunt de funcions indeterminades del
temps. Ates que C es no singular, podem aillar a (.2.14) to-
tes les acceleracions qCi=1, ... .. ,N); el resultat es que a-
questes depenen de q,q i de les funcions indeterminades
qi='-Qi(q ,gi,^t(
a)) 1=1, . (2.15)
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hi ha a 02.12) no es necessariament ^-R sino que es menor
c igual. Designarem per ^`^)^q,q) el con;unt maximal de cen-
dicions C2.12) funcior.alment independents
P.questes conditions han de comolir-se per a tot t, ^s
a dir, si prenem conditions initials quo), gi(to), satis-
fen 02.16), en un instant posterior amb qi=q^(t), qi=qi(t)
Lambe hauran de complir- se. En consea^i^ncia , (2,15) ha d'a-
nar acompanyat de les seves condicior.s d'estabilitat:
^
^!' ££'G,=0 ,b=1, ")
on les ^ son les de 02.15)
Poden succeir tres coses amb les equations 02.17):
i) Oue se s^tisfacin identicament
2) Que no se satisfacin identicament, sine que origi-
nin nous lligams.
3) Que doni^ lloc a relations entre les funcions ar^^-
traries.
Per descomptat, pot passar aue en el con^unt (.2.17)
hi hagi equations pertaryents a tots aquests grups. Cor.side
rem m0'^t breument e'15 treS CdS05 er SEL` dra`_.
1) Si (.2.17) se satisra identicament, 1'analisi. es do
na oer aca^at, s= no es que 02.15). origini una dis^inucic
del rang de la hessiana (2.7); en tal cas hi ::^.auria mes vet
tors nul^ ^ ,:ies relations del opus (2.15) _ 02.'_7) i es
tornarien ^ina"_ment a plantejar les mateixes alternati•^es.
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2) Pat esdevenir-se que (2.17) provcqui 1'aparici6 de
nous lligams. Aquests hauran d'esser afegits a les equations
(2.16) i s'haura de tornar a computar el rang de la hessiana;
si aquest ha disminuit, apareixeran nous lligams del tipus
(2.16). Ara haurem d'imposar a tots els lligams les corres-
ponents condicions d'estabilitat, les quals ens portaran un
altre con a considerar les tres alternatives anteriors.
3) Pot, finalment, donar-se el cas que les condicions
d'estabilitat dels lligams obliguin a satisfer unes deter-
minades relacions entre les funcions arbitraries que aparei
xen a (2.15). D' aquesta manera hom redueix el nombre de fun
cions arbitraries independents que apareixen en les equacions
del moviment.
Una vegada arribats al cas 3), el proces s'acaba. Resu
mint, l'analisi lagrangiana dels lligams desemboca en la se
guent situacio: hom arriba a unes equacions del moviment:
q; = f; (q,q,µ(a)) i=1,.... N (2.181
(a)
que contenen un cert nombre de funcions arbitraries µ i
a uns lligams
X(C) (q,q) , _ 0 c =1, C2 .191
que les condicions inicials del problema han de satisfer i
que, com a consegUi ncia de les condicions d'estabilitat,
quedaran satisfets per les trajectories q.(t), giCt) per
a tot t; dit en altres paraules: X(C determina una super
ficie a l'espai de les posicions i velocitats on es desen-
volupa el moviment del sistema dinamic.
Quant a les funcions indeterminades qu(a) de la teorla
cal dir que, en trianles d'una certa forma a fi de poder
trobar les solutions de les equacions del moviment, estem
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fixant una gauge determinada, i caldra comprovar en cede mo
del concret objecte d'estudi que la P^sica que describim es
independent de la gauge en que ens hem situat.
2.b. Formalisme hamiltonia







Si el rang de 1a matriu hessiana C2 .7) ^s R<N, les
definicions 02.20) nomes ens permetran de determiner R ve
locitats en termes de les variables giCi=1, ..., N), pj
Cj=1,...,N) i de les restants N-R velocitats. Existiran,
a mes a mes , N-R relacions independents entre Ies q's i 1es
p's que anomenarem lligams primaris:
np ^qs, s)=^ , (2.21)
Podem, sense cap perdue de generalitat, suposar que
els moments pR+1, ..., PN poden aillar-se com a funcions
de les q's i les R p's restants a partir de C2.21).
P=R+1,........ ,N
P P s ^ 1=1,...... ,R C2.22)
s=1, , N
Definim la hamiltoniana canonica H com es Pa en el
c
cas no singular. He depen nomes de qs i pj. Tntroduint les
funcions
0^(9s'92 7 ^eC9s,9.) 02.23)
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les equations del moviment aa.•nilton- anes s'escriuen
dqq aH 42





on el simbol " ,,0 " significa igualtat debil Cigualtat defi-
e = 0, e =R+1,...nida sobre la hipersuperficie d'equacions n
,N) i H es qualsevol funci6 fortament igual a Hc, es a dir,
H He i tambe grad H grad Hc. Quan tractem amb siste-
mes relativistes 112] no conve d'utilitzar les equacions
C2.24) tal com ara estan , ates que els lligams (e no estan
en forma manifestament covariant . El punt important es que
els lligams nomes apareixen a traves de llurs derivades. Di
ferenciant C2.21) respecte de les qs i p, obtenim
asl a- + a
_0 N 02.25)aq s
P
a pe aq5 , P = R^1,
ac.7+ >1 a2T
=0 s=1....... ..N (2.26)a pi
e ape api





sera no singular i, per tant, introduint les quantitate
Ate= ecM-')ec












Els lligams primaris hauran de satisfer , tom en la sec
cio precedent , una condicio d'estabilitat que garanteixi
llur satisfaccio en tot instant; aixo ens dons
{SZe.H^+^ {^^i^(^^I^erO (2.30)( e
on ^ ^ ^s el parentesi de Poisson . Les situations
possibles s6n tress
11 Si H t 0 i la matriu rr^^Q,^ell es singular,
1'existencia de vectors null ` ^^^q,P)ens imposa, conside/`tee
rant 02. 30), les relacions
^,A£'lS2e,H)=O CZ.31)
21 Si H t 0 i la matriu [{S'2Q,^}^ es no singular,
les ^e poden esser determinades en funcio de les qs i
F^
31 Si H = 0 i existeix moviment^^s a dir, no poden
esser nul . les totes les ^e , necessitem
det C l^.^,^e }1ti0 (2.32)
Les equations 02.311 i L2.321 son novel relacions en-
tre les q's i les p's diferents de 02.211; seran anomena-
des lligams secundaris i ell indicarem per x 3 z 0.
D'aquesta manera hem obtingut la primers generacio"
de lligams secundaris. En demanar 1'estabilitat dell noes
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lligams tornen a presentar -se les altres slternati^^es ar.te-
riors, tenint en compte, oero , que el rang de ^^1"^,^}]ha
_ `
d'esser CCR1Dtit3t ara amb les variables restringides a la nc-
va superf^cie dels lligams i, per Cant, pct disminuir. Aquest
proces iteratiu , si hem oartit d'una lagrangiana consistent,
acabara donar.t-nos un nombre determinat de 11^gams secun a-
ris.
Coneguts, doncs, tots els lligams primaris i secunda-
ris, derinirem com a lligams de primera classe aq_uells que
tenen parentesi de Poisson debilment zero amb tots els ai-
tres lligams. La testa de lligams corstituira ei conjunt
dels lligams de segona classe.
Fent combinacicns lineais de lligams primaris es possi-
ble de trobar-ne un cert nombre de primera classe. Tndica-
rem amb 1'index of aquests lligams primaris de primera cia
sse i amb 1'=ndex J3 1a testa de liisams primaris. Le la ^;a-
teixa manes separem els 1_igams secundaris er. un con^unt de
primera classe X^ i en un de segona classe ^^a ^n aouesta
notacio les eq_uacicns que ens garanteixen 1'estabilitat dels
lligams son








on les 1's estan dePinides segons
. 52010= a ald t ^ 13'13 CZ.34)
Les equations C2.33a1 i C2.33b1 expressen propietats
generals de la hamiltoniana i dels lligams de primers clas-
se.
Eliminarem a partir d'ara qualsevol distincio entre
lligams de segons classe primaris i secundaris, i indicarem






on [Cm,C m^^ es 1a inversa de Ia matriu dels coefficients
de les l^^ Tenint en compte.C2.35), les equations del
moviment son
_
dt aPs « 8p m,m' aP
d^^ aH +^la a^-« ^ ^IDCmm^
s s
^^-ate -^la a^ +^ ^Cmm,dt aqs «
a qs m,m^
aqs
definint tom a hamiltoniana total
HT. H. ^ la SZ« (2.37)




















3. UN MODEL D'ACCIO A DISTANCIA AMB UN POTENCIAL MULTIPLICA-
TIU
L'evolucio d'un sistema de dues particules relativistes
a l'espai de Minkowski es descrit per dues linies m6n que,
un cop hom fixat el sistema de referencia, hom expressa en
termes de les coordenades xi Ci=1,2). L'espai
4
de configu-4
racio del sistema es el producte dels espais M x M. En a
quest espai, les linies m6n,
-
i d' , de les dues pArti-
cules determinen una superficie bidimensional 'x S'
Per tal d'introduir la interacci6 entre ambdues parti-
cules postularem 1'existencia d'una correspond'encia entre
els successos'de-les respectives linies m6n. Aquesta corres
pondencia pot esser d'una forma molt general; per exemple,
Van Dam i Wigner [2] proposaren una correlaci6 que lligava
cada succes d'una linia m6n amb tots els successosde l'al-
tra separats del primer per una distancia de tipus espai.
En el model [9] que anem a proposar, triem una corres-
pondencia un a un entre els successes de y i s' .
Aquesta
correspondencia determina una linia 1 dins la infinitat
de possibles linies a la superficie bidimensional Yxy de
Myx M4








on la integral es calculada al llarg de la linia 1 abans
definida i conecta les parelles de successos "inicial",
(0) 11.) li)
x1 ,







rµ . x2- x^ C3.3)
Com que volem que S sigui real haurem de demanar que les di
reccions de les linies mon ^' i ^(^ siguin de tipus temps
i que V(r2) ^ m?. Si introduim un parametre per a pa-l
rametritzar la linia 1, podem definir una lagrangiana
L que ens permeti d'escriute 1'accio com a
^b







x^ _ M2(r2) x2 C3.5)
x^°H=x,C51, x,"'t:xj175) C3.6)
03.51 es una lagrangiana oue,en "desconn^ctar" la interac-
cio, es a dir, en fer VCr2) = 0, es converteix en la de
dues particules Iliures.
3.a. Equacions del moviment lagrangianes
Un tret importantissim de la lagrangiana 03.51 es








es el projector sobre la part transversal a z^
de la hessiana ^s, en consequencia, 6, i tindrem,a







Les equacions del moviment lagrangianes 02.6), 02.9)





a^ z^^=_ xµ(xK,xk ) 03.10)




^^ + 1 \ V (r1)r^+ V(rZ) X2 (r, x^ X2)







Llavors, usant 03 . 7), 0.3.8 ), 1'equacio 03.10) queda
P.µvx ^_ - -^ 03.131
^ ^ v,
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Recordant C3.3), 1'equacio 03.13) ens informa sni-
cament del valor de les components de les acceleracions
transversals a les velocitats . Les components longitudinals
estan completament indeterminades i, d'acord amb C2.14), po
dem escriure
03.14)
on les aiC^ s6n funcions arbitraries de ' L'equaci6
03.14) es la concrecio en el nostre model de 1'equacib C2.
15) corresponent a 1'analisi general dels sistemes descrits
per lagrangianes singulars.
D'altra banda, multiplicant 03.10) pels autovectors
nuls, obtenim les relacions corresponents a C2.12):
^-czj, cx,2:0 , 7c12. ,a,'=° C3.15)
que son els liigams lagrangians. D'aquestes dues equacions
C3.15) obtenim, pero, una Bola relacio independent:
vl v2
C3.16)
Si V'Cr2) ^ 0 , 1'equacio C3.16) es satisfeta ide n
ticament i no tenim cap lligam; recuperem, per tant, el cas
lliure; a mes a mes , de les equacions 03.14) obtenim fla-
vors:
2 vi =- a i vi 0.3.17)
i,per tant, les vi son tambe funcions arbitraries inde-
pendents i'una de I'altra. Aixo correspon al fet que, pel
cas lliure, 1'accio es invariant sofa sengles reparametri t
zacions independents per a cada particula.
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D'altra banda, on V'Cr2) ^ 0 apareix el lligam lagrangia
lligam que tambe pot esser escrit
(P, r)_0
on Pte, = P1f'- + P2f'' es el moment total del sistema, essent
Pµ= _ a^µ . ^^ Xif,, , ^ =^,z
az.
Cal notar, a mes, que P^.^, es una constant del mo-
viment; en efecte, les equacions del moviment lagrangianes
C3.10) poden quedar escrites
d Y l ^l v2 /
Seguint el procediment estudiat a la seccio 2.a,
diPerenciem C3.18) respecte a ^ Usant les equacions del





v^ _ v2 ^ (.3 . 2 21
on
2 ^ 2
d_ p ^ -m
p ^ m2 _ m2
(.3.23)
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es una constant del moviment . Diferenciant una altra vegada
(3.18) i tenint en compte C3.14 ), obtenim:
2 2
a2-aI-V (r2) m -^ 2X1,r ) ( 3.24)
M1 (r2)M2(r2)
la qual expressi6 ens diu que nom6s tenim una funci6 arbitr a
ria independent car, a mes a mes, diferenciant una altra ve-
gada no obtenim cap nova informaci6. Si definim










'L_ 1 / 1 + 1 )V'(r2)rµ
-
v1








Resumint, hem arribat a unes equacions per a 1'ev o
luci6 del sistema que contenen una funci6 arbitraria a i
han de satisfer els dos lligams (3.18) i C3.22). Fixem-nos
que de (3.26) resulta
d v. - av. i-1 2
d"
(x.28)
es a dir, vi depen unicament de la funci6 arbitraria aM
L'aparici6 d'aquesta funci6 arbitraria a les equa-
cions del moviment es consegi cia de la invariancia de l'ac
23
cib 03.1) sota reparametritzacions. Ara veurem com bs afec-
tada la funcio aCYl en realitzar un canvi de parametre a les
equacions del moviment ; suposem doncs
ODtenim
i, de les equacions 03.121, les vi es transformen




Noteu que, amb una reparametritzacio adequada, sem
pre podem situar-nos en la gauge on la funciS arbitraria es
zero:
a7s)=0
, 5Cs1=c , 5cs,=
_^ 03.31)
Per a passar a aquesta gauge necessitem , d'acord
amb 03.29 ), introduir la reparametritzacio







essent fCo) arbitraria. Amb aixo hem demostrat que la fun-
cio arbitraria es purament una funciS de gauge que no alte-
ra la fisica del nostre model.
De 03.31), i tenint present 03.28), results
ds _ ^
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Si elegim, en aquesta gauge,
obtenim
2^





i les equations deI moviment C3.26) i C3.27^ es convertei-
xen en
v.












C ^+1 12^m2 _ V(r2)^
2





( ^x^(s) * x2( 5), r(s))=0
03,35)
03.36).









3.b. Anali. si haaailtoniana
(3.37)
03.38)
Per a desenvolupar el formalisme hamiltonia ens cal
recordar la dePinicib dels moments




i utilitzar aquestes equations per a expressar xi t`' en ter-
mes de x^ i p.f` Ates que la matriu hessiana te, ta1
tom varem veure^en el formalisme lagrangia, rang sis, nomes
podrem aillar sis velocitats en funci6 de les xµ i pf"' ii
de les dues velocitats restants. Hi haura, a mes, dos lli-
gams primaris; de C3.20I es inmediat que
p?-M2(r2) ti0 03.391
D^altra panda la hamiltoniana carionica deI nostre
model es zero. En efecte, la lagrangiana de 03.5) es homo-
genia de primer grau en les velocitats i, per tant
H aX; x)
ax2
x2 L o 03.40)
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Es convenient Ia introduccib dunes variables col.
.lectives
fr^i^X,^ixz')















Definim els par^ntesis de Poisscr, a 1'espai de lee
Pases 03 .41) i 03. 42) com
rXN' pv 1 ^gµv ' lrr:cYl__gr^ cz.44)
Seguint el formalisme hamiltonia desenvolupat a la
seccib 2.b, elegim com a hamiltoniana primaria Cvegeu
02.29)), com que ara la hamiltoniana canonica es zero,
H.'^OCO •'^1`'1
on
^0 i ^t^ son funcions arbitraries de ^
03.451
Imposant segons 02.30) I'estabi'_itat deis lligams
Co i C1, obtenim
27
C0 {CO , H} 8A) V'(r1)(pr) 0
C)= !C,
H }
z 8AOV'(r2) (pr) = 0
(3.46)
Per tant, si volem tenir moviment CHf0) haurem d'i n
cloure el nou lligam V'(r2)(pr) z 0. Si suposem que V'(r2)
es diferent de zero a tot arreu, hem arribat al lligam se-
cundari
C2=(pr):t; 0 (3.47)
Finalment el requisit de conservacio del lligam C2
ens porta a una relaci6 entre les funcions A0 i Al .
FZ
(m2 -m? )A0 03.48)
amb la qual cosa la hamiltoniana total resulta





D'acord amb la definicio previament donada, hom
veu que l'expressio
Co=CO - (m2 - m^ )C)
p2 2 03.501
es un lligam de primera classe, mentre que C1 i C2 son
lligams de segona classe.
Per a continuar el desenvolupament del formalisme
hamiltoni$ podriem ara seguir el metode de Dirac [5], in-
troduint els parentesis del seu nom (2.38) que tenen en
28
_ + '1n 3_ _re _ rcce^_::en`_ CO%S^S'_°_n+ °r. ,.3 reC2r^3 C^',^.3
rr3.^.s`Or'i13Ci j J3^.On^Cd lOCa? _ :e `?C^ _e^ 5 ^ _ X3'^.5 '_e se^-
_ -^ ^^-
na ci_sse ^:-^ s^5con;'.nt ^e _es nc•^es '; ar_s^1es :ar.cn:^ues .
_ •es} m^}cue . _. =ue^?^ri. er ^'.:ar.....:^^^?;asdr. `^_^ _ ^s ^a-
Sdt SO'",rc
-_
_dOre.T^.d ^.; _ Cs ^°_ ^ ..." ,:".c ^a E(?i1..C_°r1 3 _^n
_^':liaC^J:
Ta7romd:
^.. cr _ ^e T'.:^.C_^ns .^.C _.•....^^`_3^:. ^6 r^1v
r < 2n eS '1n 3'1 }J^rll^v C ^':n ^r`,:D Se rdI'.^ 2n _? ,Y'ldi ^dS2 ^^-`^^...^^,i Tt
T







^e .es e?uacicns anteriors se seg':eix aue
'Pi= Y,(7s19s'
Yi=YjIGs'72
es una `_rar.s`cr^acib canonicd.
:cis ?e ^,










ES 3 _.r^ e^S
_ii^37115 32 se;^.^:d .. :^. 3S;c ^_rT. e:'. ..,. ^r'.:_ ^c
..__cn5 ^:. CC.i..,^. d +ill c'_c rte.^,^
_. ^-_C.I'S ?- '-'er:•ei':d ^ CGe:.^:
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construir una transPormaciS canbnica que tingui coma sub-
conjunt aquestes noves variables r i q. La transformacio
cananica explicita es [10] .
_ V ^"^'




c µ.. ^ ^ F^,_ , _





mentre qve r^ i q^ sbn donats per
w
q^ = E qµ





E a(p)E^:r•-(p) =- ^^a' C3 .561
.,µv
P






La funci6 generatriu de la transformacib canonica
F(xrA ) r,PP''qA ,q)=-2 Ar (3.58)
que es invariant sota les transformacions de Poincare. Po-
dem obtenir doncs els nous generadors del grup de Poincare
per substitucio de les variables; aixi, els generadors de
Poincare
M /AV
= x µP' - xvp f'`+ r^`q"
- rVq
en funcio de les noves variables s'escriuen










p µ satisfan les relacions de commutacio de 1'algebra de
Poincare.
liom pot comprovar explicitament que els "1' M'J
Pel que fa a les propietats de transformacio de
les noves variables, rA i qA es transformen com a funcions
de Wigner, r i q es transformen com a escalars mentre que
x`L segueix una llei de transformacio mes complicada.
En aquest model superarem el teorema de no intera c
cio emprant una variable del centre de masses que, tot i
essent canonica, no es transforma com a un quadrivector.
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L'expressib del lligam de primera classe 03.501 en
termes de les noves variables es
C0=pZ-4qxht4aZt4VC-mtFZZZG^ZtmZ,+^AF C3.62)
Les equacions del moviment s'obtenen a partir de la
hamiltoniana H =^C^ on ^ es una Puncio arbitraria de ^ .
Podem eliminar ^ introduint un lligam de gauge. Un aspecte
peculiar d'aquest enPoc es de poder treballar a tot 1'espai
de les Pases; podem recuperar 1'espai de les fases reduit
congelant les variables ^ i q corresponents als lligams
de segona classe.
Hom satisfy Ilavors
^ a ^ ^
es a dir, el parentesi de Poisson sobre 1'espai reduit coin-
cideix amb el de Dirac.
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4. D'ALTRES FORMULACIONS LAGRANGIANES
Ara veurem sue, a partir dels '-l-,'gams hamiltonians
Co, C1 I C2, corresnonents a 03.43) i (3.47), ?s possible de
generar d'altres formulacions lagrangianes diferents de la
proposada. Amb aouest fi comengarem estudiant el metcde ge-
neral que ens permeti, donat 'in conjunt de lligams, de tro-
bar les diferents lagrangianes que generen acuests lligams.
Les equacions del moviment an forma hamiltoniana
per a un sistema dinamic poden establir-se, una vegada cone
guts els lligams primaris del sistema _ la hamiltoniana ca-
nbnica Hc, tal com varem veure a la seccic 2.b; els tals
lligams primaris s'obtenen a partir de la lagrangiana del
sistema de la manera alli descrita. Ccnsiderarem ara el pro
blema invers: donada la hamiltoniana canbnica H i els lli
gams primaris Ca (a= 1, ..., A), o, dit an altres paraules,
donada la hamiitoniana de Dirac H = H + ZAaCa , as tracta
c a
de trobar quina As la lagrangiana.
Rescldre acuest problema equival a la resolucio
d'un problema algebric. En efecte, coneguda la hamiitoniana
de Dirac les orimeres equacions de Hamilton son:
q qi ,H} a Aa gi,Ca
} i=1,
N C4 .1)
Si a_`egim a (4.1) les equacions 'leis 11-4gams
Ca='"q,P,=O a=!,. ,A (-4.2)-
El sistema format per (4.1) i (4.2 ) es un conjunt
de N + A equacions que, en principi , ens hauriem de perm.e-
tre d ' escriure les A a i les pi an funcio de les varia-
bies ny Jn cop dut a terme aixo , hcm calcula inme
diatament la lagrangiana mitjan. ant la seva definic_o
L= qi 3L -Hc =- P. HC (4.3)
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:..3^.CSS^}J^^ _`_3`_ , ..^P,: ^ , .P _r^var ... C.na'.n 1 t.'
yen de la resolubilitat :el sistema alg^bric _°ormat ner (4.
.,) ^ (4 .^) En el nvStre ^ 3S e^3 iii?3ms ^ndlP.^^'On;anS SCn
liCo=3^4 2 +wirZ, _zlmZ +m
I rT^_rrZ/ C,=CpG)- .2.._212
l G2=P^1
(4.4)
Esbrinare^n! en primer llcc quines sc"n les possibies
hamiltonianes orimaries cue generen els lligams (4.4). A-
questes hamiltonianes hauran d'inccrporar ccm a minim dos
liigams, car amb un de sol no pcdem generar-ne mes. gal re-




Suposarem sempre que p2 ^ ^; aixi resu '-ta que les
ur.iques possibles car.di ^? ates hamiitor.i anes primaries son
H=^GCG+,^^C^
H ='^0"0 + "2G2
H='^GGO +^)C) + X2`2
or. ja hem ^et H^ = 0 aces que estem ir.teressats a trcbar




La hamiltoriana ;4 . 6a) genersl la lsgrar.giar.a C 3 .'^ )
prODOSac:3 en la seccio a:^terior i ^ue anomenarem ara G ^'
Pmb la ha.*^iltoniar.a (4.bb), en imnosar les condi-
cions d'estabiiitat de Cc ^ C2, cbteni,:,:
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A,oCmZz-Mj)tZC,=0, 1zlm2z_mZltZC,=0 CH.7)
d'on deduim ^C= ^2 pero no pas que C1 = 0; d'acord amb
aixo concloem que la hamiltoniana C4,6b) nomes genera el
lligam C1 en el cas que m1 = m2.
D^altra banda, la hamiltoniana C4.6c) ens dona, en
imposar 1'estabilitat dels lligams Co, C1, C2, les rela-
cions
^2 22y='^2P2=^ , ^1= - p^(m2 - m2)'^0 C4 . S )
que ens permeten concloure que ^2 = 0 i, per tant, en esser
funcio de ^^ , queda una Bola funcio arbitraria a la teoria.
La hamiltoniana de Dirac es, doncs,
H=,^C(CC - ^(m2 -m^)C^) 04.91
i coincideix amb la trobada a la secci6 anterior . Podem a-
firmar, en consegiiencia , que C4.6c ) es una bona hamilto-
niana primaria . Anem a trobar-ne la lagrangiana associada;
el sistema C4.il i C4.2) es simplement:
rjLL = - e'^Ogf^-'^^Pµ
Cp= Ct = C2=0
i 1'equaci8 C_4.31 s'escriu ara









La solucio del sistema f-4,7) ens condueix a una e-
quacib del quart grau
_ A ( ^r) (4-X2)2=(4+^12)^z^)+ A(4z2+r^)]-






Xµ=G^„zv , r,u=Gµvf " 04.15)
amb G ^ _ „- rµrv Un cop resolta 1'equacib 04.14) podem/-` 9N- ^-
trobar la lagrangiana C4.12) per simples substitucions. A-
ssenyalem que (4 . 14) es una equacib complicada; tot i aix^
esdeve particularment senzilla en el cas de masses iguals
CA=O). Llavors 1'expressio final per a la lagrangiana, que
anomenarem L^LP, resulta
r





s6n les coordenades monoparticulars.
Tcrnem un moment a la hamiltoniana C4.6b); com hem
vist abans , si les masses son iguals, es una bona hamilto-
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niana que general C1 com a lligam secundari. Repetin el pro
ces anterior podem arribar a la'lagrangiana associada des=
pres d'una mica d'algebra:




Les equacions del moviment corresponents a les tres
lagrangianea 03.51, 04.161 i C4 .171 son les mateixes. Podem
afirmar mks cores : en el cas de masses iguals la superPicie
dels lligams lagrangiana es justament la mateixa per a les
tres lagrangianes i, a mes, sobre ella, les tres lagrangi a
nes coincideixen. Concretem-ho mes.
a1 Llioams per a LDGL
De (3.18 ) i (3.22), en el cas de masses iguals,
hom to
(x r)=0 , (x ^)=0 04.18)
Aixo implica que z^_z2 i la lagrangiana sobre












1ligams que s6n equivalents al conjunt
x; = Xz i
04.19)
C4.2o1









cl Lligams per a LK-A (Veure ref . [11] ):
(4.18) i
Hom obtg directament els mateixos lligams de






ates que sobre la superficie dels lligams es x^`=
Observem doncs que les tres lagrangianes coincides
xen sobre la superficie dels lligams (4.18). Hem recuperat,
per tant, sobre la superficie, del moviment, la correspon-
dencia un a un entre els formalismes lagrangia i hamiltonia.
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5. LA COVARIANCIA DE LEE LINIES MON
Els models lagrangians cbjecte del present treball
tenen una caracteristica comuna a aualsevol lagrangiana per
a diverses particules: llurs linies mon estan correlaciona-
des punt a punt. Es natural que sigui aixi ates que, an te-
nir un snic parametre d'evolucio an la descripci5 lagrangi a
na, les nostres so'-ucicns a !as equacicns del moviment de-
terminen una trajectoria a 1'espai (M4'1 producte cartesia
de 1'espai de configuracio (Minkowski) de les n Darticules.
Es a air, donat un valor del parametre d'evclucio ''t , que-
da determinat un punt de cada linia m6n. En els nostres mo-
dels de dues particules, aquesta correlacic entre els suc-
cessor de les diferents linies m6n es concretada, essencia l
ment, per lligam (3.18):
(p. r)=0 (5.1)
L'existencia d'acuesta correlacic entre els succe-
ssos d'ambdues traject3ries mon no vol dir pas que hagim
de considerar necessariament els successes correlacionats
com a interactuants fisicament. Si for aixi violariem ei
principi que estableix corn a maxima velocitat de propaga-
cio d'una interaccio la velocitat de la l'_um; en e'ecte
en esser p un vectcr tipus temps Coosa que hem suposat
des del comengament car sempre hem pres z?>0 ), el 111 -
gam 05.11 imposa aue rµ sigui tipus espai, de manera
que els successes correlacionats tenen una seoaraci5 tel
tipus espai, violant en consequencia el principi esmentat.
Necessitem per tant entendre la correlacic con una
servitud matematica inherent a la descripcib lagrangiana i
lligada al fet d'esser duta a terme aquesta arm !'us d'un
sol Darametre. Aquest Dunt de vista ens ha de conduir, en
CIS nostres models, a 1'eliminaciO de les restriccions
que la .^_crrel3C.O punt a DliP.t entre ley
_i.._e5 :.^.5n d' 3mbdL`eS
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/ uCdr=iC'.i.?S :^1CCSd SO.`,re ^d P.'.3ner3 ^e ^ORar i°S ...... ^C1^v.^.S
iP.iCi31a"^ de leS tralectcries. Jeurem en erecte que aixc es
possible de dur a termer, mes contreta^r,ent, reeixirem en
1' eSCri pt'1rd d2 yes 1in1eS .^.:On CuP_ prOTi?O^CiOnen el S ^OStreS
models de tai manera que resti satis`et el princ.pi de pre-
diCt1V^tdt, e5 3 dlr, DOdrem reCOllStrllir leS linieS mOn CO-
variants d'dmbdues part^^cules a partir de cerdicicns ini-
cia'_s =isiques Cposicions _ •.^elocitats) donades en ur. cert
i^.stant, _ aiXO per a qualsevoi observador inertial.
'^Om eXpreSSd 13 SO lllC_ O gener3i de 03.341 de id ^Cr
T.3
xjLIs)=IP.Ns-q,,xj'5.,x^°'50ll i-1,z cs.z)
On x (^j , X^ws^) s5n leS "COnditlons 1niC_31S" corresponents
^' I
31 valor del pdrametre S = SO. QCUeSt2S sCn 16 QUdntltat5
que han de satisrer les eq•.:acicns dels llig, ams (? ...
(3.36). Per tint , de ies 16 conditions nomes en tenim 13
d' irdeper. dents ; considerem ei segiient con„lnt de tOrdi cior.s
"initials " _^depender.ts:
`^ . x^(s^
Acuestes eon ^isicament la pcsicio ^ la -^eiocitat
._idimensicna^s de is carticula 1 en 1',nstant t _ is
o
posicio i la Velccitdt tridimensionals de is particuia
en un instant , en general diferent de to que ha d'esser
detinit ^nitjar^a .^.+ la _crrelacio runt d p^:nt de i es qua-
dritrsectories de 'es particuies 1 _ 2. ^raficament, cor.-
siderant nomes les pcsicions:
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Ara veure^: ^e ;^:i::a :^ar.era es possible d' escriure
la solucib general C5.2) en r'uncio ce les pes=^icns i vel o
Cleats '^' aT.'LbGlleS pdrt=CUieS en L'e'i i.^.stan^ G'CP.dt t 4' ^'1n Ob
servador inertial. rn pr^Ter IiOC 2?{preS52T. is integral ge-
neral CS.2) en ter*res leis parar^etres (.5.3):
xII'SI=5.^(5-s0,:0,z;lso;,q150)1,I =].Z ^S.4)
Les ec,laci.,ns (_:.3^) i C3.3^ ) ens :erme'en ^'espl_
citar a C5.4)_a de^?ndencia en t
o
X; (s,=^^-^: ^s-sr^, x^(s^),v,;sn;;, i=1,2
C^.S)
G'2 :naner ^. Cue 'leS X.'^S 1 nC '^eDeneP. 'el '^3^3;'+e^ra + _pi_
.^.i:n ara '_es cua.^.ti tats t, s' se7cns
xjls)=:, x2s"=t
o )
Ater cne x^i^ > 3, de L5.5 ) i CS.c ) se sezuei:^ que





Si calculem els valors x'^(5, x^(5') donats per C5.
3) acuests corresoondran, segons CS.^), a les posicions de
leS CdrtlCllleS per 3 ^ln 1nStdnt dCndt, t, de i'obSer^'adCr
que estiguem consideranT; derivant respecte de r cbtindrem












El S1Stemd C-5 . ^ ,' enS permetrd ^'.' 3i.lldr i°_S '^cond^-
cions iniciais" C5.3) en funcio de 1 es _cndicions ir.icials
ir.Stdnt3nleS X1(}Q) , V (t Q: , ies Qlldl3 , 'ln CcD SllbSt=tuldeS
3 ld 1nteP,,rdl general C5.3d), ens uemOStre^. _1 r2S1^t3t O^:e
cercavem: Ea integral general del s^stema pct expressar-se
en funcio de posicicns i velocitats donades en u; :.ert ins
taut, i aixc per a qualsevol o^serv^dcr da '^crentz.
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6. CONCLUSIONS
Ln acues- treball hem oresentat .in mode' a'a_cic a
distancia per a la interacciO entre dues partlcules relati-
vistes, basat en una form.ulaci6 amb lagrangianes singulars.
El =et de tenir una formulacio lagrangiana ens ha criginat
una correlaci6 punt a punt entre els successes de -es dues
iinies mon correiaci deguda essencialment al li_
gam (p,r) = 0 que apareix en el model presentat. El car3c-
ter singular de la lagrangiana as percue fem una descripcio
manifestament covariant, rah Der 1a cual hem d'introduir
graus de llibertat no fisics cue seran eliminats gracies
als lligams cue apareixen automaticament en la teoria.
ConvO, d'altra Banda, insistir en ell fet que, mal-
grat d'haver trobat - cosa necessaria en els models amb l a
grangianes singulars- una ccrrelacic er.tre les linies mcn
no cal en absolut atribuir cap significacic fisica
a la dita correlaciO. En acuesta direccio •veiem cue 'es tr a
jectcries del sistema poden posar-se en una forma manifesta
ment predictiva; d'acuesta manera ens eblidem del '_1 am
(p,r)
_ 0 i, per tan-, de la correlaci` entre els succes-
ses d'ambdues iinies men.
t-?em estudiat tambe 1' exist? ncia de diferents m,c gels
lagrangians cue dcnen lloc a la -nateixa teoria hamiltoniana
i hem matisat , en el nostre cas, el sentit c ue is co_. es-
pcr.dencia punt a punt entre eis for*^.alismes lagrangia i ha-
miltonia per aquest ticus de teoria. Pensem cue _l5 ncstres
resultats poden esser estescs a cases molt mes generals.
Com cot hom facilment veure ne les eclacicns (3.37)
el model DrODOsat es tal cue, en el s'.=tema :lei centre de
masses, 1a coordenada relativa r µ entre Ies dues Dart;c'1-
les es sotmesa a una eeuacib del tious newton--'a. carti-
cular, si examinem !as nostres traect7rles ut_litzant
--c-r.
a Dotencial Obten_m les Ortites
ei. _ipt• 1es del mc•.-menp eri= , sense s-ye..._..-
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periheli. Un altre cas interessant gs el de l'oscil.lador
harmonic, que apareix en el nostre model en utilitzar el
potencial VCr2) = g r2; en aquest cas les trajectories ad-
quireixen tambg la forma classica. Per tant, el model objec
to d'estudi descriu des d'un punt de vista relativista movi
ments tipics de la mecanica newtoniana. D'altra part, tal
com es mostrat a la referencia [14], el model proposat pot
derivar-se d'un conjunt d'hipotesis bastant generals sobre
la dinamica relativista d'un sistema de dues particules
aillades. Aquest fet ens fa pensar que el procediment d'uti
litzar lagrangianes singulars podria gsser d'un gran inte-
res per a 1'estudi d'una dinamica de n particules relativis
tes en interacci6.
Agraim als Doctors D. Dominici i G. Longhi, de la
Universitat de Firenze , per les innombrables discussions so
bre aquest tema, gracies a les quals ha estat possible Iles.
criptura del present treball.
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